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In this paper, an extended subloading surface model is presented that considers the 

isotropic hardening stagnation phenomenon observed in cyclic loading of metals in the 
stress space of the ground. As the material function of the soil, the yield function including 
tensile strength region, the stress-dependent equation of sand which is commonly used to 
set the elastic modulus, and the gradient of normal consolidation line and swelling line in 
both logarithmic isotropic consolidation diagrams are adopted. 

The effect of isotropic hardening stagnation region is confirmed by cyclic loading 
analysis under undrained condition of soil with the proposed model. 

 
１１.  ははじじめめにに 

筆者ら1)は飽和地盤の液状化時のサイクリック現象を説明するため、下負荷面モデルを用いた弾塑

性構成モデルを提案しているが、液状化現象における 字形の偏差応力－ひずみ曲線およびサイクリ

ック現象を表現するために多くの材料パラメータを必要としている。ところで、金属が繰返し負荷を

受ける場合の逆負荷に際して，再降伏時の初期段階において単調負荷過程に比べて等方硬化の進展が

鈍る現象（workhardening stagnation）が見られる。このような現象を表現するために Chaboche ら2)

による塑性ひずみ記憶面の概念を修正して、Ohno･Kachi3)により、塑性ひずみ空間において、塑性ひ

ずみがある領域内にあるとき、等方硬化を鈍化させ、また、その領域が繰返し負荷とともに拡大す

る”等方非硬化領域”の概念が提案された。その後、Yoshida･Uemori4)は、背応力が応力空間によるあ

る領域内にあるときには等方硬化が生じないという考えに基づく定式化を行っている。橋口は塑性ひ

ずみ空間および応力空間に対して下負荷面の概念に基づいて定式化を行っている5),6)。本論文では金

属に適用されている応力空間における等方硬化停滞現象を地盤の繰返し弾塑性モデルに適用した場合

に、応力－ひずみ関係に与える影響を確認することを目的とする。 

 
２２.  下下負負荷荷面面モモデデルルにによよるる地地盤盤のの繰繰りり返返しし等等方方硬硬化化鈍鈍化化をを考考慮慮ししたた弾弾塑塑性性構構成成式式 

下負荷面モデル7),8)は降伏面（以下、正規降伏面と称す）の内部の応力変化による塑性変形を表現

し得る非古典弾塑性構成式である。応力が正規降伏面に接近するにつれて塑性ひずみ速度が発展する

とするものであるが、現応力点を通って正規降伏面に相似な面を仮定する。したがって、下負荷面モ

デルにおいては、滑らかな負荷に対して、常に接線係数の滑らかな変化が表現される。下負荷面モデ

ルは塑性変形挙動の表現の妥当性および数値計算の単純さ、堅牢さの両面において、他モデルに対し

て優位性がある。 
２２.１１  ひひずずみみ速速度度 

物質粒子の配置を x 、速度を v として、速度勾配 =  v xl / の対称部分d T( ) / 2 l l はひずみ速
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度、反対称部分 W T( ) / 2 l l は連続体スピンを表す。また、微小ひずみに限定し、ひずみ速度d
は、弾性ひずみ速度 ed と塑性ひずみ速度 pd に加算分解されるとする。 

= pe d d d  (1) 
弾性ひずみ速度は、つぎの亜弾性式9)で応力速度に線形に関係づけられる。 

1=e d E :   (2) 
本論文では、微小変形への制限の基に、亜弾性式を採用して弾塑性構成式の定式化を行う。また、

応力・ひずみ（速度）の符号は、引張・伸張を正とする。 

２２.２２ 拡拡張張下下負負荷荷面面モモデデルル 
繰返し負荷挙動を表現するために、正規降伏面に対する下負荷面の相似中心を塑性変形とともに移

動させるように拡張された構成式を示す。 
((11)) 正正規規降降伏伏面面おおよよびび下下負負荷荷面面  

図 1 に繰返し負荷挙動を合理的に表現し得る下負荷面モデルの(p、q)面における回転状態の正規降

伏面、下負荷面、弾性核面、限界弾性核面を示す。 
土に対する降伏面（“正規降伏面”(normal-yield surface)に改称）は、次式で与えられる。 

( ,  ) = ( )f F Hβσ   (3) 
                  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図図 11  ((pp、、qq))面面ににおおけけるる回回転転状状態態のの正正規規降降伏伏面面、、下下負負荷荷面面、、弾弾性性核核面面、、限限界界弾弾性性核核面面  

 
ここに、 F は降伏面の大きさを表し、等方硬化変数Hの関数で、硬化関数と呼ばれる。βは正規

降伏面、下負荷面の回転を表す回転硬化変数である。 f は、σの 1 次の同次関数で、任意のスカラ

ー変数sに対して | |( ),  f s βσ ( )| |= ,  fs βσ を満たす。したがって、 =β 0


であれば、降伏面は応力空間

の原点 = 0σ を中心に相似形を維持して拡大・縮小する。 
降伏面の内部における応力変化による塑性ひずみ速度を表現するため、応力が降伏面に近づくにつ

れて、塑性ひずみ速度が発展すると仮定する。そこで、現応力点を通って正規降伏面に相似形を有し

同じ向きを有する下負荷面を導入する。なお、正規降伏面に対する下負荷面の大きさの比を“正規降

伏比”と呼び、記号  (0 1)RR   で表す。正規降伏比は、応力の正規降伏面への接近の度合を表す。

これにより、下負荷面は次式で表される。 
( ,  ) = ( )f RF Hβσ                                (4) 

ここに、 

p0 
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 ; ,  [ ]( )   (1 ) === =  ,y R RR R       0αα ασ α  c σ σ cσ σ α σ c c c 
 (5) 

cは正規降伏面と下負荷面の“相似中心”(similarity-center)である。応力が相似中心に一致してい

るとき、つまり、 = ( = 0) Rcσ であるとき、最も弾性的な応答が示される（以下、  c を”弾性核” 
(elastic-core)と称す。）。αは、正規降伏面内の応力ゼロ点 ( )= 0σ に対する下負荷面内の共役応力点

である。また、 yσ は、下負荷面上の現応力σに対する正規降伏面上の共役応力点である。 ( ,  )p q 面

におけるこれらの関係を図 1 に示している。 

式(4)の時間微分は次式で与えられる。 
( ,  ) ( ,  ) ( ,  )

=
f f f RR F F

   
    

β β β ββ: : :σ σ σσ ασ σ
            (6) 

本式は、Euler の同次関数の定理に基づき次式となる。 
( ,  )1 0=( )[ ]fF R

RFF R

    


β β
β
σσn n α σ σ: : : σ  (7) 

ここに、 
( ,  ) ( ,  )   (|| || 1)=
f f 

  
β βn nσ σ

σ σ （ ||  ||は大きさを示す。）               (8) 

式(7)に含まれる
α は、式(5) 2 から次式で与えられる。 

(1 )= R R
  c cα                     (9) 

((22)) 正正規規降降伏伏面面被被のの発発展展則則  

(1)項の下負荷面の基本概念に基づいて正規降伏比 Rの発展則を下式に示す。 

 r ( ) fo= || ||  p pR U R


d d 0              (10) 

ここに、U は次式を満たす Rの単調減少関数である。 

 

       

  for  = 0 : quasi - elastic state)
0       for  < 1: sub - yield state)

( )
= 0  for  = 1: normal - yield state)

0     for  1: over normal - yield state)

R
R

U R
R
R

 



 

   (11) 

 
式(10)、(11) 4 により、 1R  のとき  < 0R


の関係が付与さ

れているため、塑性負荷状態において、応力は自動的に正規

降伏面に引き付けられる。関数Uとして、式(11)を満たす次

式を仮定する。図 2 に正規降伏比の発展則の関数 ( )U R を示

す。 

( ) cot 2U R u R   
 

                 (12) 

ここに、u は一般に材料パラメータである。 
図図 22  正正規規降降伏伏比比のの発発展展則則のの関関数数 ( )U R   

((33)) 弾弾性性核核  

最も弾性的な応力である相似中心(弾性核)が正規降伏面上に位置すると物理現象の観点から不自然

な極端な塑性変形が発生すること、及び数値解析上の下負荷面を決定できない問題が生じる。そのた

め弾性核を通って、応力ゼロ点に関して正規降伏面に相似な次式で表される“弾性核面”(elastic-

R1 0 

0=pd
0p d

0p d

|| ||)( ) ( pU R R


 / d
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core surface)を導入する。 

( ,  ) , i.e. ( ,  ) /( ) ( )= =c cf fF H F H β βc c       (13) 

ここに、  (0 1)c c   は、正規降伏面に対する弾性核面の大きさの比で、“弾性核降伏比”

(elastic-core yield ratio)と呼ばれ、正規降伏面への弾性核の接近の度合を表す。弾性核が正規降伏面

に達することは許されないため、弾性核降伏比は 1 未満でなければならない。 
( ,  ) ( ),  i.e.  cf F H  βc               (14) 

ここに、  (<1) は弾性核降伏比 c の最大値を示す材料定数である。弾性核cがその最外面

( ,  ) = ( )f F Hβc に存在する限界状態において、式(14)を物質時間微分し、Euler の同次（1 次）関

数の定理に基づく関係により、次式を得る。 
( ,  )( ,  ) 1 0 for     ( )[ ] c
ff F

FF



   

ββ ββ: :cc c cc
          (15) 

不等式(15)を満たす次式を仮定する。 
( ,  )1 ( )= || ||  )( p

e
f F

FF
c 




  


β ββ : εc c σc c    (16) 

ここに、 ec は材料定数である。 σ は下負荷面上にある現応力σの限界弾性核面上の共役応力であ

る。 

 
( ,  )1= || || )( ) ( p

e
fF

F FR
c 





 

 


β ββ :ε c cc σ c     (17) 

式(17)を式(9)に代入して、次式を得る。 

 
( ,  )1(1 )= || || )( ) ( ][ p

e
fFR RFR Fc 


      

β ββ :ε c cσ cα c         (18) 

((44)) 適適合合条条件件  

式(18)を式(7)に代入し、 (1 ) = =,  R R   σc σ cσ σ 
を考慮すると適合条件は次式となる。 

(1 )   || ||( ) [ p
e

F RR FR R
c  

     n n ε σ: :σ σσ c 
   

 

( ,  )( ,  )1 1 = 0( ) ( ) ]ff R
RF F

   


ββ β βββ
cσ c:: σ   (19) 

((55)) 塑塑性性ひひずずみみ速速度度  

下負荷面モデルに関連流動則を適用する。 

   ( > 0)=p  
 

d n                     (20) 
ここに、


は正値の比例係数である。 

式(10)および式(20)を式(19)に代入して、次式を得る。 
= 0pM


n :σ                               (21) 

ここに、 

 

( ,  )( ,  )1 1(1 ) ( )( () ) ][p ffUF h RM RRF R RF F
c'


       


ββ bc b ββ

σn cσσ: σ : : cσ


 (22) 

,   / ,   /F dF / dH Hh'  
 

   βb           (23) 
式(21)より、次式が成り立つ。 

= pM

 n σ:                   (24) 
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式(2)、(20)、(24)を式(1)に代入して、ひずみ速度は次式で与えられる。 
1  = pM

 Ed n n:σ:σ
                  (25) 

ひずみ速度で表された関連流動則における正値の比例係数は次式で与えられる。 

= pM




E d

E
n

n n
::
: :

                        (26) 

式(25)に式(26)を用いて、応力速度は次式で表される。 

= = ( ) ( )( )p pM M 
  EE EdE d E E d

E E
nn nnn nn n

::: :: :σ :: :: :
            (27) 

((66)) 再再負負荷荷特特性性のの改改善善  

材料パラメータuを次のように拡張する。 
= exp( ) ( exp( ) exp( ))c c ccu u C u u u u uu                           (28) 

 

exp( )     (largest)  for = 1 and = 1
=                    (largest)  for = 0 or = 0

exp( ) (smallest)  for =  and = 1

c
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c
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u Cu
u C

u u C
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

 


 

 
 

 
   

 

( ) cC C   n n: , ( , ) ( , ) (|| ||=1) || ||/c c
f f 
 

β βn ncc
c c
   (29) 

ここに、u および cu は材料パラメータであるが、前者はuの平均値に相当する。これにより、u
は負荷方向に増大し、その逆負荷方向には低下する。ゆえに、部分除荷後の再負荷曲線が初期負荷曲

線に速やかに復帰する現象が現実的に表現される。式(28)の下の括弧内には、現応力が弾性核から見

て、弾性核面の外向き法線、接線、内向き法線方向の場合について示している。 
((77)) 等等方方硬硬化化鈍鈍化化  

土の正規等方硬化面 (normal-isotropic hardening surface)を応力空間の原点から始まる円錐形を仮

定し、次式で与える。 
,  ( )=g K  β ββ γ
 

  (30) 
K


、 ( )= 'γ γ は、正規等方硬化面の大きさとその中心である。正規等方硬化面の下負荷面を下式

で与える。 

( )=g RKβ
  

 (31) 
ここに、  (0 1)R R 

 
は、正規等方硬化面に対する等方硬化面の大きさの比で、“正規等方硬化

比”(normal-isotropic hardening ratio)である。正規等方硬化比は、既知のβ、 γ およびK


より、

= ( ) /gR K β
 

より計算される。式(31)の適合条件を下式に示す。 

( ) ( )g g
K KR R 

      
 
β ββ β
β β

: :
    
   (32) 

K


、 γ に下記の仮定を行う。 
1) 回転硬化変数増分が下負荷等方硬化面の外向きの場合に増加する。 
2) 回転硬化変数が正規等方硬化面に近づくと増加し、正規等方硬化比  R


も増加する。したがっ

て、K


、 γ は  R

の単調増加関数で与えらえる。 

3) 回転硬化変数βは、正規等方硬化面内に存在する。したがって、 for0   1  R R

 
 

である。 

( ) 0
g  

β β
β

:


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上記の仮定よりK


、 γ の発展則を次に示す。 
( )= || ||gCRK 

  


 ββ
β

n :



 , (1 )= C R  
 

  βn nγ :   , ( ) ( )|| ||/g g


 
 

β β
β β

n
 
 

  (33) 

正規等方硬化面は、 1C  の場合には移動せず膨張し、 0C の場合には膨張せず移動する。 
２２.３３ 地地盤盤のの材材料料関関数数 

岩・砂・粘土およびセメント改良土などの幅広い地盤を対象とする材料関数を示す。 
((11)) 弾弾性性係係数数  

体積弾性係数Kおよびせん断弾性係数Gは次式で与えられる。 

0
0 0

|| ||,= = = =   || ||2 ( )
v
e e

np p pF FK G G pd F
'
'

 
 

  
d

σ


                     (34) 

ここに、は、両対数 (ln ln )pv  （v：体積）等方圧密図における膨潤線の勾配である。引張領域

にも対応可能なKとGとするために F を導入している。ここに、は材料定数で、 p F のと

き e
v となる関係から設定する。一般的な粘土や砂の場合  (0 0.1)   である。  ved は弾性体積

ひずみ速度（  trve ed  d ）である。べき乗  ( 1)n  は材料定数で一般的な砂で 0.5n である 
((22)) 引引張張強強度度領領域域をを含含むむ降降伏伏関関数数  

引張強度を有する地盤材料に適用するため修正 Cam-Clay の降伏面を F ( )p p F ずらした降

伏関数10)を次式に示す。図 3 に式(35)の圧力―偏差応力空間を示す。 
2 2( )( / 2) || ||1 = 1/ 2 / 2

[ [] ]p F
F MF

'


σ                      (35) 

ここに、は材料定数で、圧縮強度より引張強度が小さいため 1/2  である。また、体積が無限

大にならないために  （ p F F    ）である。 
下負荷面応力関数を次式で与える。 

2[1+ ( )]    for  =0/
( ,  ) ( , )= = 1 ( )   for  0

p p
pf f

pp

 







 


βσ







       (36) 

ここに、 

2 2 || || ,  2(1 ) ,   ,    ( (tr ) / 3),  1 2 2 pp p p
M

' ''             cσσ σ σ    
 

     (37) 

sincos( ) =
cos(3 sin  )(8 )
c

c
σ

σ
M 


 

 





, 3cos   ,tr6 || ||
''' '  
σρρ σ



   (38) 

c は軸対称（3 軸）圧縮状態における限界状態線を示す摩擦角である。また、  (<0.5) は材料定数

である。なお、式(36)において =σ σとおくことにより、式(3)における正規降伏応力関数 ( ,  )f βσ の

具体形が表現される。本場合の正規降伏面は、3 次元主応力空間で楕円体で表される修正 Cam-clay
モデルに中間主応力つまり偏差応力の第 3 不変量の影響を考慮して、負圧方向に F だけ平行移動

された降伏面で表される。したがって、 正規降伏面は、応力空間の原点を中心に拡大・縮小し、等

方圧縮および引張方向にそれぞれ )F および F のサイズを有する（図 1 参照）。図 4 に π 平面

による降伏面の断面形状を示す。 

式(3)または(4)の硬化関数を次式で与える11)。 

0
1exp( ) = =,    ( ) dFHH FF F FdH'  


    

            (39) 
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,  は、両対数 (ln ln )pv  等方圧密図における正規圧密線及び膨潤線の勾配である。 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

  

図図 33  引引張張強強度度をを含含むむ土土のの降降伏伏面面                                    図図 44  ππ平平面面にによよるる降降伏伏面面のの断断面面形形状状  

 
((33)) 回回転転硬硬化化変変数数  

摩擦性材料においては，金属で用いられている移動硬化の概念は適用できないため関口・太田によ

って提案された地盤の回転硬化12)を導入している。既往の式 10)を改善して、回転硬化則を次式で与え

る。 
1( )|| ||p p

n
r

br
M

 


    fβ β 
                   (40) 

ここに、 

3sin ,cos( ) = cos, 6tr,     || ||cos(3 sin  )(8 )
r

r
r

M p '' ' '' '


 
 

      
β t tσσ σ

σ



 

  
  (41) 

1 || || )(n

r
r

M
b ''  f βnn                          (42) 

((44)) 等等方方硬硬化化面面  

土の等方硬化面を偏差応力の第三不変量に依存すると仮定し、下式に示す。 

 (1 / 8)1 cos( ) || ||g  β β
  ,  

3cos 6t r ,   || ||' '   
β
βt t     (43) 

2( ) (3 / 8)|| || [ ]1 (1/ 8)6 cos
|| ||

g ' 
    


ββ β
β β

t  

 
            (44) 

((55)) 等等方方硬硬化化変変数数  

等方硬化変数Hの発展則は、塑性体積ひずみ速度、Nova13)および Wilde14)による偏差塑性ひずみ速

度による硬化・軟化に加え、等方硬化停滞を考慮するために次の仮定を行う。 

実線：式(38)による断面形状 
破線：Mohr-Coulomb モデルによる断面形状 
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1) 等方硬化は回転硬化速度の向きが下等方硬化面の外側の場合に増加する。 
0  for  
0  for  

H



 

 

n :
n :




  
   (45) 

2) 等方硬化速度は、回転硬化変数が正規等方硬化面に近づくと増加し、正規等方硬化比  R

も増加

する。したがって、等方硬化速度は  R

の単調増加関数で与えらえる。 

3) 回転硬化変数が正規等方硬化面上 (  =1)R


および塑性ひずみ速度が正規等方硬化面の外向きの場

合は、単調載荷時の等方硬化の挙動に一致する。 
上記の仮定により等方硬化の発展則を次に示す。 

 =  || || H
n

n
n

fRH 




  f

fn :
 

 (46) 
|| || || ||

|| || || ||tr,
pp d d

Hn Hnd dv
M P M Pf f

F F
' ''  

    
    n n

σ σ
  (47) 

((66)) 塑塑性性係係数数  

式(22)に式(46)を代入して、等方硬化鈍化を考慮した塑性係数を次式に示す。 

(1 )
|| ||

( )[p
H

n
n

n

UFM fR RRF Rc'







    f

c
f

σn n σ: σ:
 

 

 

( ,  )( ,  )1 1( ) ( ) ]n n
ff R

RF F 
  


ββ f fββ
cσ : : cσ  (48) 

 
３３. 計計算算例例 

図 5 に Workhardening stagnation を考慮しない場合と考慮した場合の偏差応力－軸ひずみ関係を

示す。Stagnation 効果により、除荷後の等方硬化停滞による影響が確認された。 
下負荷面モデルのパラメータを下記に示す。 
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図図 55  偏偏差差応応力力－－軸軸ひひずずみみ関関係係（（非非排排水水条条件件））  
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４４. ままととめめ 
金属に適用されている応力空間における等方硬化停滞現象を地盤の繰返し弾塑性モデルに適用した

拡張下負荷面モデルの弾塑性構成式を示した。なお、等方硬化停滞現象以外の項目を下記に示す。 

・繰返し負荷挙動を表現するための定式化 

・回転硬化の導入 

・弾性核の導入 

・再負荷特性の改善（負荷方向に増大し、その逆負荷方向には低下する） 

・引張強度領域を含む降伏関数の採用 

・弾性係数の設定に一般的な砂の応力依存式の採用 

・両対数等方圧密図における正規圧密線及び膨潤線の勾配の採用 

また、定式化した弾塑性構成式を用いて土の非排水状態での繰返し載荷解析を行い、等方硬化停滞

領域の影響を確認することができた。 

今後の課題は、ひずみ空間での等方硬化鈍化領域の検討を行い、等方硬化停滞現象を評価するため

に応力空間とひずみ空間のどちらが適切であるかの検討を行う必要がある。また、実際の土の繰返し

実験結果のシミュレーションを行い、定量的に等方硬化停滞の影響を検討する必要がある。 
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